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1 La fonction Gamma : definition et r'(l) 


Exercice 1 On note T la fonction definie sur ]0, +oo[ par la relation 

f + OO 


r(*) = [ 

Jo 

Pour n entier naturel non nul, on pose 


e~H x - x dt. 


H, 


= y~ 

b 


fc = 1 



1 

n 


1. Verifier que T est bien definie. 

2. Demontrer que la fonction T est derivable sur ]0, +oo[, avec 

r+oo 

\/x > 0 r'(x) = / e _t t x_1 logt dt. 

Jo 

3. Montrer que la suite (u n ) n >i definie par u n = H n — \ogn admet une limite 
lorsque n tend vers l’infini. On notera 7 cette limite, appelee constante 
d’ Euler. 

4. Montrer que pour tout entier n > 1, H n = f* 1 ^ v ' > dv. 

5. En deduire que, pour tout entier naturel n > 1, 

1 

(1 — v) n logu dv. 


H, 


n+1 


6. Etablir que pour tout f > 0, 1 — t <e t . 

7. On pose /„ = /'" ( 1 — ^)" log t dt. Montrer que 


lim I n 

n ^+ 00 


C+oo 


e 4 log t dt. 


8. Montrer que 7 = — r 4 (l). 

Indication : on pourra montrer que I n = ^j(logn — H n+ 1). 

Solution 1 1. La fonction t 1— >• e -4 ^ -1 est continue sur ]0, +oo[, done lo- 

calement integrable sur ]0, +00 [. Reste a etudier l’integrabilite en 0 et en 
l’infini. En 0, e -4 ^ -1 ~ t x ~ x , et comme x — 1 > — 1 et que t x ~ x est de 
signe constant au voisinage de 0, l’integrabilite en 0 decoule du critere 
d’equivalence avec une integrale “de type Riemann” classique. En l’infini, 
e -4 ^ -1 = o(e -4 / 2 ), ce ciui donne la convergence en l’infini. 
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2. Soient a, b reels avec 0 < a < b < +oo. Pour tout t > 0, on a 

4- (e-H*- 1 ) =e~H x - x \ogt. 
ox v ' 

Comrne pour tout t > 0 et tout x G]a, b[, on a 

|e — logi| = (— logt)e _ *t x “* U[o > ±j(t) + e _t t x_1 logtll[i i+00 [(t) 

< (- log i)e^H a ~ x Ho,i[(i) + e _t t b_1 logtU[ 1;+oo[ (t), 

on pourra appliquer le theoreme de derivation sous le signe integrate des 
qu’il sera acquis que 

t H> (- log t)e~ t t a ~ 1 I\ 0 ,n(t) + e _t i b_1 log t U[i, +00 [(t) 
est integrable sur ]0, +oo[. 

- Cette fonction est continue, done localement integrable. 

- En 0, on a logt = o(t ~ a / 2 ) et e _< ~ 1, d’ oil la relation de comparaison 
(— logt)e _i t a_1 = o(< a / 2-1 ), ce qui donne l’integrabilite en 0. 

- En +oo, comme logt = o(t), on a e~ t t b ~ 1 \ogt = o(e~ t t b ), rnais t b = 
o(e 4 / 2 ), done finatement e _t f b_1 logt = o(e _t / 2 ), ce qui donne l’integrabilite 
en l’infini. 

Ainsi, la fonction P est derivable sur ]a, b[, avec 

r+oo 

Va:G]a,6[ r'(a;) = / e _ *t x_1 logtdA(t). 

Jo 

Comme la derivabilite est une propriety locate et que tout point de ] 0, +oo[ 
admet un voisinage de la forme ]a, b[, avec a, b reels verifiant 0 < a < b < 
+oo, le resultat s’ensuit. 

3. On a le comportement suivant 


\u n -u n -i\ = | {H n — H n —\) — (log n — log(n ^ 1))| 


1 


n 


+ log(l - 1/n) 


1 1 

n n 


O 


1 


n' 


= o 


1 


Ainsi la serie de terrne general u n — u n - ± converge, mais on a la relation 

n 

telescopique Y (u n — u n - 1 ) = u n — ui, done la suite (u n ) n >\ converge. 


k = 2 


4. Pour tout v G]0, 1[, on a en posant u = 1 — v 


1- {l-v) r 


dv = 


l-u n 


Jo 1 - u 

n - 1 r 1 

= £ / 

k—0 J o 


du = 


> 0 


n — 1 

Y u k ) du 

k = 0 


n — 1 1 

U k du= Y T TT = Hn - 
k = o k + 1 
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5. On fait une integration par parties : pour tout e > 0, on a 


J (1 — i>) n logi> dv 

1 - (1 - V ) n+1 lX 1 f 
^+i — 


! i r 1 1 - (i - v) 


n+ 1 


dv 


!-(!-■ 


yn+1 


n + 1 


log e - 


1 Nl-{l-v) 


n+l 


n+l 


dv 


Cependant, on a 1’ equivalent en 0 : — 1 ^+1 loge ~ — eloge, d’ou en 

faisant tendre e vers 0 : 


[ (1 — u)"log v dv = [ 

Jo n + 1 Jl 


v n+l 


grace a la question precedente. 

6. La fonction t 1 -+ /(<) = 1 — e _t a connne derivee e _f qui est majoree par 
1 sur K + . D’apres l’inegalite des acroissements finis, on a f(t) — /( 0) < t, 
d’ou l’inegalite voulue. 

7. Posons, pour t > 0 et n > 1, f n (t) = (1 - + n (logt) H[ 0 ,„](t). Connne /„ 
est de signe constant et continue par morceaux, on a 


[ f n {x) d\(x) = f f n (x) dX(x) = f f n (t) dt = 

^]0,+oo[ «^]0 ,n] J 0 


Pour n > f, on a f n (t) = (1 - £) n logt. 

Mais (1 — £)" = exp(log(l — I) n ) = exp(nlog(l — t/n )) : lorsque n 
tend vers l’infini log(l — t/n) ~ —t/n, d’ou nlog(l — t/n) ~ —t. Ainsi, 

lim ?ilog(l — t/n) = — t , d’ou lim (1 — t/n) n = e _t . Finalement, 

n— >+oo n— >+oo 

pour tout t > 0, lim /„(t) = logt. 

n— >+oo 

On a pour t compris entre 0 et n 


1 - 


n 


logt 


< (e- t/n ) n |logt| = | log f |e~ 


d’oii | f n (t) | < |logt|e _t . La derniere inegalite est encore verifiee pour 
t > n:\es termes sont tous nuls. Ainsi, on a sur ]0, +oo [ l’inegalite \f n (t)\ < 
|logt|e _ L Comnie, on l’a vu au 2, cette fonction est integrable, on peut 
alors appliquer le theoreme de convergence dominee et on a 

+oo 

e~ t logf dt. 


lim 

n — >+oo 


In = 
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8. Un simple changement de variable affine donne 


pTl pi pi 

/ f n (t) dt = n f n {ny)dy = n (1 - y) n log(ny) dy. 

J 0 Jo Jo 

= nlogn / (1 -y) n dy + n (1 - y) n logy dy. 
Jo Jo 


nlogn H n+ 1 
— n- 


n + 1 


n + 1 


soit I n = ^(logn - = ^(logn - H n - ^). 

Comrne lim ( H n — logn) = 7, cela nous donne lim I n = —7. Or, 

n — >+00 n — >+00 

d’apres la question precedente, lim I n = / 0 + °° e - * log t dt, qui d’apres 

n — >+00 

la question 2 , est egale a r'(l). On obtient done l’identite 7 = — r'(l). 


2 Les formules de recurrence 


Exercice 2 Montrer que la fonction T verifie, pour tout reel x > 0, l’egalite 
r(a: + 1 ) = x- r(a:). En particulier, verifier que pour tout entier n > 0, on a : 


r(n + 1) = n ! 


et 



( 2 n ) ! 
2 2n - n ! 


Solution 2 On fait une integration par parties : soit T > 0, on a 



dt = \—t x e 


x „— t]T 

Jo 



dt 


soit 



dt = -T x e~ T 



dt 


En faisant tendre T vers l’inffin, on obtient E(a; + 1 ) = xT(x). 
Les formules se montrent alors aisement par recurrence. 


3 Wallis, r(l/2), integrate de Gauss 

Exercice 3 Integrates de Wallis. 

1 . On pose 

W 2 

W n = (cos Q) n do. 

Jo 

Montrer que W n = n ^W n - 2. En deduire que la suite (nW„W’„_i)„>i est 
constante. 
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2. Montrer que W n W n +i < < W n W n _\. En deduire l’equivalent a l’infini 



Solution 3 1. Pour n > 2, on a 


rr/2 


w n = 


(cos 9) n dd 


/ (1 — (sin9) 2 )(cos9) n ~ 2 d6 

Jo 

/* 7r /2 

W n - 2 + / (sind)(— sind(cosd)’’ 1-2 ) dd 
Jo 


= W n - 2 + 


(sin 0) (cos d) r 

n — 1 


7r/ 2 /.Jr/2 


Jo -Jo 


cosd(cosd) 




n — 1 


VP„-2 + 0 -w„, 

n — 1 


d’oii (n — 1)W„ = (n — l)W n _2 — W„, puis nW„ = (n — 1 )W „_2 et 
W„ = z ^W / T j_ 2 . Posons = nWnWn-i : on a pour tout n > 1, 


Tl — 1 

= ^ 2^/t— 1 = l^n— 2 = ^n—li 

n 

ce qui montre que la suite est constante. 

2. Pour tout 9 e [0,7 t/ 2], on a 

0 < (cos6»)" +1 < (cos 9) n < (cos 9) n ~\ 

d’ou en integrant W n + \ < W n < W n - 1 , puis, en multipliant par W n : 

W n Wn+ 1 < Wl < W n _lW„. 

En multipliant par n, il vient nW„W n +i < ntE 2 < nW n _iW n , soit 
;/jr[U ra+ i < nVE 2 < u n , et connne (u n ) est constante < nW 2 < u\. 

D’ou lim nW 2 = U\, lim \fnW n = y/ui, soit W n ~ • U n 

n— >-+oo n — >-+oo 

calcul simple donne u\ = l.WiWo = If .1 = f , d’ou le resultat voulu. 


Exercice 4 Calcul de I’integrale de Gauss. 

1. On pose J n = J 0 v/ ™ (l — dt. Montrer que lim J n = / 0 + °° e - * 2 dt. 

V / n— >+oo 

2. Exprimer J n en fonction d’une integrale de Wallis. En deduire la valeur 
de l’integrale de Gauss : 


r+oo i 

/ e _t ^ 2 dt = -V2n = \J 7t/2. 
do 2 
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4 FORMULE DE STIRLING. 


Solution 4 1. On a J n = Jj 0 +oc [(l ~ d\(t). Soit t > 0. Pour 

n > t 2 , on a (1 - ^)"U[ 0a /^]W = (* “ £)", or on sait c l ue 

log((l - -D = nlog(l - ~ n(-~) = - t 2 , 

n n n 

done lim log((l — ^) n ) = — t 2 , d’ou lim (1 — t -J) n = exp(— 1 2 /2). 

n — >+oo n — >+oo 

Par ailleurs, on a 

Vn>l t>0 (1 “ < exp(-t 2 /2)- 

En effet, l’inegalite est evidente pour t > y/n, tandis que pour t £ [0, y/n[, 
elle decoule de l’inegalite : 

Vcc £ [0, 1[ — log(l — x) > x, 

que Ton applique a x = t 2 /n. Comme e -t est integrable sur [0, +oo[, il 
suffit alors d’appliquer le theoreme de convergence dominee. 

2. Avec le changement de variable u = t/y/n, on a J n — yfn J 0 (1 — u 2 ) n du. 
Posant encore u = sin0, on a 

pi /» 7 t /2 pTT / 2 

/ (1— t i 2 ) n du = / (1— sin 2 9) n cos 9 dO = / (cos d) 2n+1 dd = W^n+i, 

Jo Jo Jo 

soit J n — y/hW 2n +i- 

Vu le resultat de l’exercice precedent, J n ~ y/n^J ^( 2 ^+Tj ~ soit 
lim J n = cl’oii / 0 + °° exp(— t 2 ) dt = ^ et, avec un changement 

n — >+oo 

cle variable / 0 + °° exp(— 1 2 /2) dt = y/ir/Z. 

Exercice 5 Calcul de r(l/2). 

Connaissant la valeur de l’integrale de Gauss, montrer que 

P(l/2) = v^- 

Solution 5 II suffit de faire le changement de variable f 2 / 2 = u dans la formule 
precedente et de relire la definition de la fonction T. 

4 Formule de Stirling. 

Exercice 6 1. Montrer que x n e~ x dx = o(r(?r +1)). 

2. Montrer l’equivalent a l’infini e _ r n ( "+ + 1 1 ) /2 - /_^( 1 + du. 

3. Montrer que pour tout x £] — 1, 1[, on a log(l + x) — x < — 
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4 FORMULE DE STIRLING. 


4. On rappelle que / n + °° e <2 / 2 dt = } Montrer que 

u V ^r/2 

r(n+l) ~ y2^ e - n n” +1/2 . 


Solution 6 1. On peut remarquer que 

f + OO 


/»+oo /*+oo /*+oo 

/ x n e~ x dx = {x + n) n e- {n+x) dx< (2a) 

J 2 n J n J n 


n e~ {n+x) dx 


Ti /» + 00 


x^e - * dx 


<(-) r (^ + !) 


2. On vient de montrer que 

p2n 

r(n+l)— / x n e~ x dx = o(r(n + 1)), 
Jo 


done T(n + 1) ~ f Q n x n e x dx. On fait alors quelques changements de 
variable : 


/ n 

(x + n) n e~( x+n) dx 

-n 

r n x 

e~ n n n / (1 + -) n e~ x dx 

J-n n 

/ +v^ T 

(1 + —) n e-^ x dx , 

-i/S V™ 


3. pour x e] — 1, 1[, on a 


r 2 + °° 

ln(l + x) =x- — -^2 


x “ \ ^ (— x) r 


2 * — ' n 

n= 3 


pour x < 0, on a done ln(l + x) < x — tandis que pour x > 0, le critere 
special des series alternees donne : 

™2 ™3 „,2 „2 ~2 

ln(l + x)<x- T + y <x- y + y =x- T , 


4. Posons, pour x e] — 1, 1[ : 4>(x) = 1 ~ ll ^ 2 1+J ^ • Comme ln(l + x) = x — + 

o(x 2 ), </> se prolonge par continite avec <j>{ 0) = 1/2. D’apres ce qui precede, 
</>(x) >1/6 pour tout x G] — 1, 1[ Posons maintenant 

fn{y)=^^{y)e-y 2 ^/^ dy. 
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5 DET A C 


On a 


Or, on a 


/ +oo p+y/n 

fn{y) dy= (1+ )-e-^ 

-oo J —Jn V n 


dx 


o < fn(y) < exp(-j/ 2 /6) 

et lim n ->+oo fn{y) = e~ y2 ^°\ Ainsi, d’apres le theoreme de convergence 


dominee 


/ +oo r+oo 

fn(y) dy= e~ y /2 dy = V2ir 

-oo J — oo 


n— >-+oo J -oo 

Cela nous donne bien l’equi valent 

r(n+l) ~ y2^e-"n n+1/2 . 


5 de F a ( 

Exercice 7 Pour s > 1, on pose 


+oo 


«») = £ 


n= 1 


Montrer que l’on a 


/■+0O 

C(s)P(s) = / f 
Jo 


1 — e - 


dt. 


Solution 7 Comme y/(l — y) = X^ P >i 2/ p P our 0 < y < 1, on a pour tout t > 0 : 


+°° 


c _1 — — - = Vr 1 

1 — e~* ' 


- 1 e _pt . 


P =i 

Comme la serie est a termes positifs, on peut intervertir la serie et l’integrale : 


r+oo 


1 — e 


37= E 


+oo /* + °° 


t s - x e~ vt dt. 


p = 1 do 


Cependant 


r+oo 


t a - 1 e" pt dt = 


- / P dt 

Jo 

u s - 1 e~ u du 


r do 
i /■+ 00 


On a done 


r+oo 


r do 

= 4 r ( s ) 

pS 


+oo 7 


T^=i= E ^ r <») = rw«»). 

1 — C p— 1 P 



